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Ίοπ με 1.000.000 ψηφία ἃ η κατανομή τους 


Το τυπώνει το επαγγελματικό λογισμικό Μαίποπιαί(ΐσα 
ὀηλ. το μεγαλύτερο υπερεργαλείο μαθηματικών στον κόσμο 
που κυκλοφορεί ελευθέρως στο εμπόριο. Δεν έκανε πάνω από 
µισό λεπτό να το τυπώσει σε έναν απλό οικιακό υπολογιστή µε ο 15 
επεξεργαστή (εοἰετοπ 1.700 Η7 


μου ΑβώΤ 314169, 








Πριν 10 χρόνια ὁδιάβραζα έκπληκτος 
(αλλά ακόµη και τώρα σε κάτι βιβλία που ὃεν 
ανανεώνουν την ύλη τους στις επανεκδόσεις 
τους) ότι «βρέθηκε ο αριθµός π µε 1.000.000 
ψηφία µετά απὀ µήνες συνεχούς εργασίας 
πολλών υπερ-υπολογισών που ὀούλευαν 
παράλληλα νυχθηµερόν και µε έπιανε δέος . 
Σήµερα τον τυπώνω . μπορώ να τον βρω (στο 


ΠπαίΠοπηΒίσα ) και µε 10 εκατομμύρια 
ψηφία, μάλλον μπορώ και µε 100.000.000 
ψηφία, αλλά δεν το επιχειρώ. διότι μπορεί να 
περιμένω κάποιες ὧὦρες (δεν πιστεύω 
παραπάνω, ας....πειραµατιστεί κάποιος 
άλλος!) Μάλλον θα µου κολλήσει και ο Η/Υ, 
οπότε δεν το επιχειρὠ. Έχω πάντως αρκετά 
ψηφία για την δουλειά που τον χρειάζομαι! 

Για να καταλάβετε. πριν από πάρα 
πολλά χρόνια είχα διαβάσει, ότι αν 
επιχειρήσουµε να βρούμε την περίμετρο του 
σύμπαντος (µέχρι εκεί που έχει φθάσει το 
φώς απὀ την εποχή «της μεγάλης εκρήξεως) 
και χρησιμοποιήσουμε µόνο τα 16 πρώτα 
ψηφία του π . δεν θα κάνουμε λάθος 
παραπάνω από 6-7 µέτρα (!) 

Γι να τα κάνουμε επομένως τα 
1.000.000 ψηφία; ΠΜ. 
Σήμερα έχουμε βρει -κρατηθείτε- ΜΑΛΝΞΠιεγδίσσκ.οσπῃ : 24138 
1.24 τρις εκατομμύρια ψηφία του . Η µόύνη πρακτική χρησιμότητά τους είναι ο 
έλεγχος των υπολογιστικών παραμέτρων ενός υπολογιστή τῶν λογισμικών και 

των αλγορίθμων. 

Στην αρχή που χρησιμοποιούσα το ΜαίΠειιαίισα .με έπιανε ένα άγχος . κάτι 
σαν τύψεις και ενοχές ! Θα σας πω το γιατί ..... Αν βάλλεις το λογισμικό να σου 
βρει πρώτη φορά πόσο κάνει 1: . είναι αλήθεια ότι φαίνεται να ....«το σκέφτεται 
αρκετά!» , και µετά απὀ 2-4 δευτερόλεπτα . σου βγάζει....σωὠστό αποτέλεσµα . δηλ. 
το 2. Αν αµέσως µετά το ρωτήσεις πόσο κάνει λ.χ. 125! . δεν θα προλάρεις να 
πατήσεις Σιφτ τΕντερ και θα πάρεις το αποτέλεσµα σε χιλιοστά του δευτερολέπτου 
(Αν είναι κάτω απὀ 1/10. 5εο -χρόνος του λεγόμενου µετεικάσµατος- ὃεν 
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προλαβαίνεις οὕτως ή άλλως να το αντιληφθείς |) Αν το ρωτήσεις πόσο κάνει 
1.250.000! θα «ὁυσκολευθεῦ αφού θα χρειασθεί να «σκεφθεῦὂ κάποια ελάχιστα 
δευτερόλεπτα | Πάντως οι τύψεις για το ότι βρίσκεις «έτσι χωρίς ιδιαίτερα 
σπουδαίο λόγο» αποτελέσµατα που πριν κάτι χρόνια έπρεπε να δουλεύουν 
νυχθηµερόν µε κομπιουτεράκια χιλιάδες άνθρωποι για δεκάδες χρόνια (κι ΑΝ το 
έβρισκαν και σωστά δηλαδή!) δεν λένενα µου φύγουν ακόµα και τώρα! 

ι ι |ι ως γνωστόν, το π 
τοπ τσ τ''' είναι ένας αριθµός άρρητος 


μι “1 μα. Αυτό σηµαίνει, ότι έχει 
αστειο) Ίπποι) Ί- ποιο». άπειρα δεκαδικά ψηφία που 


ὃεν είναι όλα απὀ κάποια 
θέση και πέρα όλα ϐ ή όλα 9 
ΐ ὃεν επαναλαμβάνεται 
περιοιικἀά στο Οἰηνεκές 


Κάποιο µέρος των ψηφίων 
του. Αυτό ὃεν σηµαίνει ότι 


ὃεν μπορούν να έχουν και 


11 - | 1 « ο) μι] Κάποια τάξη τα ψηφία του ή 
µια κανονικότητα ή να 


ακολουθούν κάποιο κανόνα 
παραγωγής . Για παράδειγµα µετά απὀ ένα αριθµό ψηφίων θα μπορούσε να λείπει ο 
αριθµός 5. Ο π θα εξακολουθούσε να είναι άρρητος µε κάποια «τάξη» (το 5 θα το 
εμφάνιζε στην ακολουθία των ψηφίων του πεπερασµένες φορές Και άπειρες όλα τα 
άλλα ψηφία) Αν τώρα κάποιος µας πει «αντικαθιστώ όλα τα ψηφία του π που είναι 
ίσα µε 5 µε το 9» Τι αριθµός θα προκύψει; Ρητός ή άρρητος» (Ας το σκεφθεί ο 
αναγνώστης πριν πάει στην υποση μείωση! ) 

Ι ενάται το ερώτημα: 

Ία ψΨήφία του π εμφανίζονται µε κάποια κανονικότητα µέσα στήν ἀπειρή 
ακολουθία ; Εμφανίζονται τυχαία, [Πόσο τυχαία; Ισοκατανέµονται ; Ακολουθούν τήν 
ομοιόμορφη κατανομή, Υπάρχει τρόπος να το διαγνώσουµε; 

Ας προσεγγίσουµε τα παραπάνω ερωτήματα: 

Κατά πρώτον τα ερωτήματα έχουν απαντηθεί και ὃεν περιμένουν την 
παρούσα εργασία! 

Ναι τα ψηφία 
κατανέμονται τυχαία και η 
ακολουθία των ψηφίων του 


π 
4 
π 
4 
ωῦ 
4 
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μὴ 








π μπορεί να 
χρησιµοποιηθεί . ως 
γεννήτρια τυχαίων 
αριθμών . το µόνο 
πρωτότυπο που θα 


κάνουµε εὐώ είναι να τα 
απαντήσουμε µε την , 
βοήθεια του.....Λοτά (11) } ) (το) 

Βεβαίως, μελετάμε | 10 





.Λεν γνωρίζουμε. Υπάρχει το ενδεχόμενο. τα ψηφία του π.. απὀ µία τάξη ψηφίου και πέρα να είναι 
όλα 5 ή 9. Αν τότε αντικαταστήσουµετο 5 μεθ. θα µας προκύψει ρητός περιοδικός µεπερίοδοτοθ. 
Σε κάθε άλλη περίπτωση θα εξακολουθήσει να είναι άρρητος. Γενικώς όµως, δεν γνωρίζουμε. 
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τα 1.000.000 πρώτα ψηφία του π. Δεν ξέρουμε (φυσικά!) τα άπειρα. Εικάζουµε ότι η 
στατιστική συμπεριφορά που έχει η ακολουθία για τα πρώτα | εκατ. Ῥηφία του είναι 
ίδια και για τα επόµενα 9 εκατομμύρια ψηφία του (όντως είναι!) και ίδια για τα 
επόμενα | τετράκις εκατομμύριο ψηφία (ενηµέρωση 2004) Αλλά ότι θα είναι ίδια και 
για τα επόμενα άπειρα ψηφία του . αυτό µόνο ο.... Θεός το ξέρει] 

Τα σίγουρα που γνωρίζουμε για το π . είναι ότι είναι αριθµός άρρητος 
(εξηγήσαµε παραπάνω τι σηµαίνει αυτό) και επίσης είναι αριθµός υπερβατικός, 
ὀηλαδή. «δεν µπορεί να προκύψει ὡς ρίζα πολυωνυµικής εξίσῶώσ ε ακέραιου 
συντελεστές (ισοδυνάµµως και ρητούς συντελεστές)» 

ι πμ Ί]ιο πρακτικά το προηγούμενο 
σηµαίνει, ότι το π ὃεν µπορεί να παρασταθεί 
ὡς µια αλγεβρική παράσταση που να έχει 
ρητούς και ριζικά οιασδήποτε τάξεως (µε υπόρριζες ποσότητες ρητούς) και δεν είναι 
κατασκευάσιµος µε κανόνα και διαβήτη . Να αντιπαραθέσουµε στο προηγούμενο, 








ότι και το «2 είναι άρρητος (το έχει αποδείξει ο Ευκλείδης) πλην όμως 
κατασκευάζεται µε κανόνα και διαβήτη (υποτείνουσα ορθογωνίου και ισοσκελούς 
τριγώνου µε κάθετες πλευρές µονάδες) και δεν είναι υπερβατικός, αφού είναι ρίζα της 
πολυωνυµικής εξίσωσης π.χ. χ΄-2-0 


οι. 1016 ο 
. -;. ΜΗΚΟΣ ΠΕΡΙΦΕΡΕΙΑΣ ΚΥΚΛΟΥ 2204 
ΔΙΑΜΕΤΡΟΣ Ὅ σας 
250 


Οι αποδείξεις για την 
υπερβατικότητα και την 
αρρητότητα του π υπάρχουν στην 
παρούσα ιστοσελίδα (ΕΔ{ί2) και 
µπορεί κάποιος να διαβάσει τις Νκιτε ΤΗΕ 
(μάλλον δύσκολες ) αποδείξεις .Ας :ΑζόΕ5! ΝυΜµεξ 
µην ξεχνάμε, ότι το πρόβλημα που 
ταλάνιζε την μαθηματική 
κοινότητα κάτι αιώνες ήταν ο 
τετραγὠωνισµμός του κύκλου. 
πράγµα που έγινε γνωστό μόλις το 
1552 απὀ τον Λίντενμαν (Δεν 
μπορεί να κατασκευαστεί µε 
κανόνα και διαβήτη τετράγῶνο 
εμβαδού ίσου µε το εμβαδόν 
δοθέντος κύκλου . επειδή το π 
είναι υπερβατικός αριθµός) 

Στην κλασσική ευκλείδεια Γεωμετρία, αν έχεις 
ένα ν-γώνο., µπορείς εὔὐκολα να κατασκευάσεις ένα (ν- 
])-γωνο µε το ίδιο εμβαδόν (πολύγωνο µε µια πλευρά 
λιγότερη) µε αυτή την λογική, οποιοδήποτε ν-γῶνο, 
τελικά, µετά απὀ πεπερασμένα βήματα, ανάγεται σε 
τρίγὠνο ιδίου εμβαδού. Στην συνέχεια, το τρίγώνο, είναι εὐκολο να γίνει 


314. 
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παραλληλόγραμμο ιδίου εμβαδού και το παραλληλόγραμμο να γίνει τετράγωνο ιδίου 
εμβαδού (εκμεταλλευόμαστε, ότι το τετράγωνο του ύψους που αντιστοιχεί στην 
υποτείνουσα ορθογωνίου τριγώνου. ισούται µε το γινόμενο των προβολών των 
καθέτων πλευρών στην υποτείνουσα) 


Τελικώς: Κάθε ν-γωνο, 
ανάγεται σε τετράγὠνο ίσου εμβαδού . 
Λογικό ήταν να αναζητηθεί η αναγωγή 
και σε κύκλο ιοίου εμβαδού κάτι που 
βασάνισε επί πολύ πολλούς 
μαθηματικούς . επηρέασε όσο τίποτα 
την εξέλιξη των μαθηματικών και 
υπάρχει µια τεράστια φιλολογία επ΄ 
αυτού και αντίστοιχη μαθηματική 
βιβλιογραφία. 

Πάντως το «αστείο» (ή και 
τραγικό ανάλογα µε την οπτική) της 
όλης υπόθεσης . είναι, ότι ενώ έχει αποδειχθεί πέραν πάσης αμφιβολίας από το 
1552 . ότι ὃεν κατασκευάζεται κύκλος ιδίου εμβαδού µε δοθέν τετράγωνο µε 
κανόνα και διαβήτη . εκατοντάδες «τρελοί επιστήµονεο αυτή την στιγµή . 
ισχυρίζονται ότι το ....πέτυχαν! Βεβαίως (αν αναφερθούμε στις πιο «σοβαρέο) 
περιπτώσεις) αυτό µπορεί να επιτευχθεί πολλαπλώς, αλλά µε την βοήθεια άλλου 
οργάνου . πάντῶς όχι κανόνα και διαβήτη. Αυτό µπορεί να µην είναι εμφανές σε 
κάποιον που δεν είναι επαρκώς υποψιασμµένος διότι αν ακούσει λ.χ. την έκφραση 
«έστω η παραβολή ΥγΞχ΄ . δεν σκέπτεται αυτομάτως ότι αυτή δεν κατασκευάζεται µε 
κανόνα και διαβήτη!” Αυτό µπορεί να είναι µια αφετηρία λάθους. Και βεβαίως, όταν 
ξεκινάς απὀ λάθος υπόθεση. µε λογικά βήματα καταλήγεις σε λάθος συμπέρασμα. 
Αν λοιπόν κάποιος παρακολουθήσει τα αποδεικτικά βήματα µιας τέτοιας 
«απόδειξης» δεν θα βρει λάθος στα βήματα . αλλά αυτό συνήθως υπάρχει στις 
παραδοχές . οι οποίες παραδοχές υποκρύπτουν τον κανόνα και τον διαβήτη 
Ὑπενθυμίζω. ότι έχει αποδειχθεί κάτι ισχυρότερο: «ΌὉποιαδήποτε γεωμετρική 
κατασκευή πραγματοποιείται µε κανόνα και διαβήτ πορεί να κατασκευασθεί 


μόνο µε διαβήτη» (θεώρημα του ΜΟοΙν-Μας56Πογομ]) 






Τρ «συατθ τοοί οἱ 9 ἰς 3. 
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΄ Προσοχή! Άλλο να κατασκευάσεις πεπερασμένα σηµεία µιας παραβολής και άλλο την ίδια την 
παραβολή που έχειτο σύνολο των σημείων που πληρούν τον γνωστό ορισμό. 
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Το παραπάνω ιστόγραµµα είτε ο πίνακας, εκφράζουν ότι η συχνότητα 

εμφάνισης των πρώτων 1.000.000 ψηφίων του π . είναι σχεδόν {δια για όλα τα 
ψηφία. 
Αν κάνουμε και µια δοκιµή για το αν λ.χ. το ψηφίο 5 είναι «ισοπίθανο» για εμφάνιση 
σε κάθε θέση μπορούμε να βρούμε την εμφάνιση των αριθμών 5. 55. 555, 
99900555 559.99999299222255 . Αν είχαμε ισοπιθανότητα εμφάνισης τότε για µεν το 5 
αναμένουμε συχνότητα εμφάνισης 100.000 (στην πραγματικότητα 100.359) για το 55 
συχνότητα 10.000 .. για το 55» συχνότητα 1000 .. για το 555» συχν. 100 κ.ο.κ. 

Πράγματι, έτσι συμβαίνει, διότι αν μετρήσουμε τις εμφανίσεις των παραπάνω 
στοιχείων µέσω της εντολής του λοτά «εύρεση του 55) και «αντικατάστασή του 
µε 955» τότε θα µας δώσει και την συχνότητά ἐμφάνισής του. 


απ 
Εμμ μμ μμ. ϱϱϱϱϱ-.- 
πας δρ μα 
επ πμμμμμα πα πρϱϱϱρϱρϱρ-- 
ει πμαΕμμμμμμμμ π πρσρϱϱρϱρϱρμ- 
μα πρρρμμα 
ωα Ίο 
πο Ίο 


Ελέγχουµε για λίγους τυχαίους και εικάζουµε για όλου 

Όλοι οι τετραψήφιοι ακέραιοι αντιστοιχίζονται σε συχνότητες περί 
το 100 

1970 -»ι04 . 2006-2091 «.1Ι8δἱ1-2102 1453-1232 . 1940-»59 . 
1974-2115 Δηλαδή, η χρονολογία γεννήσεώς σας εμφανίζεται γύρω 
στις 100 φορές. 

Όλα οι πενταψήφιοι σε συχνότητες περίτο 10: 
50.000-»16.45678-»6. 12345-25. Ἰδοάξ-λΙ5. 14255-)0 

Όλοι οι εξαψήφιοι σε συχνότητες περί το 1 

251040-»0 .. 1109010 . 
25032120 130974 »1 
0101012 Αν είστε τυχερός, 
μπορεί να βρείτε µία φορά και 
την χρονολογία γεννήσεώς σας, 
ύπῶς απαιτεί να την γράφετε ο 
τύπους της «Ὑπεύθυνης 





















Είναι γνωστή- η μάλλον γελοία- εμμονή τῶν 
ΑΥγγλόφῶώνων στην προφορά του «π» ὣς «πάυ 
(πίτα) και όχι ὡς «πυ 
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Δήλῶσης του Ν.Ι599) δηλ. ὣς εξαψήφιο αριθµό όπου λ.χ. η 
ηµεροµηνία 2 Οκτωβρίου 1953 γράφεται ως 021053. 

Όλα τα παραπάνω. µας πείθουν, ότι τα ψηφία του π είναι όντως 
ισοπίθανα και κατανέμονται τυχαία. Λέγοντας «μας πείθουν» εννοούμε 


ως εύὐπιστα όντα. διότι αυτό που ισχύει για το πεπερασμένο. ὃεν ισχύει 


απαραιτήτως για το άπειρο. Μπορεί, ο αριθµός π . µετά απὀ το | 
ὀεκάκις εκατομμυριοστό του ψηφίο να εμφανίζει όλα τα υπόλοιπα 


στοιχεία πλην λ.χ του 5 .. Μπορεί να εμφανίζει περίεργη συμπεριφορά 
στην κατανομή των ψηφίων του. Αυτό κανείς ὃεν µπορεί να µας το 
βεβαιώσει ἠ να µας το διαψεύσει (Μέχρι στιγμής τουλάχιστον, εκτός αν 
ανακαλύψουµε συνταρακτικές μαθηματικές προτάσεις για την φύση 
των αρρήτων μεγεθών) 


Πάντως, είτε το π 
εμφανίζει ισοπίθανη τυχαιότητα 
κατανομής στα ψηφία του 
(όπως απλώς εικάζουµε ) είτε 
όχι . τότε η πιθανότητα να 
πετύχουμε έναν οσοδήποτε 
µεγάλο αριθµό ανάµεσα στα 
ὀεκαδικά ψηφία του, είναι | 
(100560 δηλαδή. βέβαιο γεγονός) 
αφού οι «δοκιμές» είναι άπειρες 
και οι πιθανότητα εμφάνισης 
κάθε ψηφίου θετική. 

Αν ο εεωὈεός | 
αποκαλύψει ότι υπάρ χδι ένας Η παραπάνω εικόνα δείχνει την κατανομή 
πολύ μεγάλος συγκεκριμένος του ψηφίου 1 στα 10.000 πρώτα ψηφία. Σας 
αριθµός στην ακολουθία των } Φαΐνεται τυχαία; 
ψηφίων του π. (βέβαιο 
ενδεχόμενο) δεν είναι και πρακτικά εφικτό να τον βρεις, αφού αυτός για 
πρὠτη φορά µπορεί να εμφανίζεται απὀ ένα σηµείο και πέρα που ὃεν το 
έχει βρει ακόµα ο άνθρωπος και αυτό το σηµείο µπορεί να είναι 
οσοδήποτε µεγάλο. Οι πιθανότητες µε τα απειροσύνολα μπορούν να 
εμφανίζουν παράδοξα . Για παράδειγµα, αν τµμήσω το ευθύγραμμο 
τµήµα --διάστηµα [0.11 τυχαία µε µια ευθεία. η πιθανότητα να πετύχω 
ρητό αριθµό είναι ....μηδέν (αδύνατον!) ενώ οι υπάρχοντες ρητοί στο 
ὁιάστηµα [0.1 | είναι άπειροι! Επαναλαμβάνω, ότι αυτό μοιάζει απίστευτο 
. αλλά αν ορίσουμε φυσιολογικά -γεώμετρικά, ως πιθανότητα να 


εμφανιστεί ρητός : 
Ρ(ρητός στο[θ.1]) -- μέτρο(ῷ Ω0.1) -- 6 0 


µέτρο(|0.1]-- 9) 
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Κάποιος µπορεί να εγείρει αντιρρήσεις φιλοσοφικού τύπου στο 
προηγούμενο, αλλά η αλήθεια είναι, ότι «σχεδόν όλοι οι αριθµοί είναι 
άρρητου Ἡ εξωµαθηµατική έκφραση «σχεδύν όλου «Φαίνεται 
αντιφατική µε την πιθανότητα μηδέν. Τια να κάνουμε κατανοητό το 
προηγούμενο, πρέπει να φέρουμε στο μυαλό µας ορισμένες αλήθειες που 
το πεπερασμένο ανθρώπινο μυαλό δεν µπορεί να παραδεχθεί απ΄ την ίδια 
την φύση του και να δώσουμε επί πλέον επιχειρήματα: 

Αν φανταστούμε ένα σακοῦύλι µε όλους τους φυσικούς αριθμούς 
(άπειρους) τότε η εκ των προτέρων πιθανότητα µε µία εξαγωγή να 


” ά ά ] 
πετύχω τον αριθµό 5 είναι ---0. 
ΟΟ 


Αλλά και 


100000 
100000 
ϱ100000 


Ι ΟΟΟΟΘΙ οοορθίσς 


εξαγωγές να κάνω πάλι η πιθανότητα είναι μηδέν. Τον προηγούμενο 
φυσικό, παρ΄ ότι έχω χρησιμοποιήσει μικρό χώρο για να τον παραστήσω, 
ὃεν υπάρχει άνθρωπος που να µπορεί να φανταστεί ούτε καν την τάξη 
του. ούτε κάν το πόσο πολλαπλάσιο είναι του αριθμού των στοιχειωδών 
σωματιδίων που υπάρχουν στο Σύμπαν’. Αυτό ας θεωρηθεί βέβαιον 
χωρίς....απόδειξη! Απλώς, πρέπει να γίνει κατανοητό, ότι όπως από το 
πεπερασμένο μεταπηδούµε σε ποιότητα αναφερόμενοι στο άπειρο, έτσι 
και από το άπειρο αριθμήσιμο των ρητών (3ρ:ΞΆλεφ μηδέν ) όταν 
μεταπηδούµε στο άπειρο υπεραριθμήσιμο των αρρήτων που υπάρχουν 
στο [0.1] . δι (ΆἌλεφ ένα) αλλάζουμε ανάλογη ποιότητα. Όμως . η 
πιθανότητα μηδέν . ὃεν οφείλεται στην µεταπήδηση τάξεως του απείρου. 
αλλά στα διαφορετικά µέτρα .. δεδομένου, ότι και το σύνολο Οαπίοι” 
έχει υπεραριθµήησιµοτητα µεν, αλλά μέτρο μηδέν. 


"Όταν απὀ κεκτηµένη ταχύτητα φτιάχνουμε εικόνες για να κατανοήσουμε το άπειρο. πέφτουµε σε 
λάθη εκ των προτέρων. Για παράδειγµα, όταν φανταζόµαστε µια κληρωτίδα µε ένα σακούλι που έχει 
άπειρους αριθμούς µέσα. πρέπει να αντιληφθούμε, ότι ὃεν υπάρχει υλικό τέτοιο σακούλι͵ αφού, 
οσοδήποτε µικρές διαστάσεις και να έχει κάθε αριθµός, ακόµα και ψηφιακή µορφή, πρέπει ο δίσκος να 
είναι άπειρης χωρητικότητας, δηλαδή άπειρου υλικού όγκου. Η μαθηματική αφαίρεση και τα 
μαθηματικά αντικείµενα, δεν έχουν ταύτιση µε τα φυσικά αντικείµενα . παρ ότι µέσω των πρώτων 
συνήθως προσεγγίζουµε τα δεύτερα µε όση ακρίβεια θέλουμε. 

{ Το σύνολο του Οαπίοί πρέπει να το φανταστεί κάποιος ὡς εξής: Χωρίζω το [0.1] σε τρία ίσα 
κομμάτια πετάω το μεσαίο και κρατάω τα άλλα δύο. Κάθε ένα από τα δύο το χωρίζω σε τρία ίσα 
κομμάτια, πετάω το μεσαίο και κρατάω τα δύο άλλα. Αυτή την διαδικασία την συνεχίζω επ΄ άπειρον 
και το σύνολο που προκύπτει λέγεται σύνολο του (απίοτ. Αυτό είναι ένα υπεραριθµήσιμο σύνολο, 
αλλά έχει μέτρο κατά Λεμπέγκ μηδέν. 
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Των παραπάνω δοθέντων, συνάγοµε , ότι δεν ξέρουμε «σχεδόν 
τίποτα) για τα ψηφία του π. αφού είναι άπειρα. Μάλιστα αν θέσουµε 
στο μαθηματικό μικροσκόπιο την έκφραση «σχεδόν τίποτα» θα δούµε ότι 
το σωστό είναι ότι «δεν ξέρουμε τίποτα». αφού τα ψηφία του π είναι 
άπειρα στο πλήθος, µη περιοδικά και όταν εμείς γνωρίζουμε ένα 
τεράστιο πεπερασμένο κομμάτι των ψηφίων του, ως κλάσμα επί του 
συνόλου . απλώς δεν γνωρίζουμε ....τίποτα! 


Προτεινόμενοι σύνδεσμοι στο διαδίκτυο: 


1]. Πίίρ:/Πιοδίαγπιαη.ἆ8η122.ς0ΠΙ/πιαί/ρΗ/ ΚαπάΡΙ.Πίι] 
2. Πίίρ://ΥΥνΥνγν.ΔΠ5ΥΥΕΙ5.«ΟΠΙ/{ορίς/Ρἱ 
3. Πίρ://ΗπεδίαΓπιβη.48η123.εΟΠι/πια(/ρΙ/Ιπάςεχ.ΙίΠι] 


4. Πίίρ://ννΥννν.σεοςΙίες.εοΠι/{Π1αποςίαςίος/ΡΙ.Πία] 
πί{ρ://6Ι.ννΙκΙρεά{α.ος σ/Υν]]ςΙ/ ος ΕνοοΙ ος ΕνοδΙ ος Ενοβοσος Ενοβδύος ΕσοβΡο 


ὑο( Ενοδ(ς ο(Εοδ2 ὕο(Ε οδθ 

5. Π{{Ρρ:// νυν νννν.πιαίἈρᾶσος.«ΟΠΙ/Ἀοπις/ΚΠΙΒ{Π51Ι9.ΠίΠΠ (για το ο και για τοπ. αν 
είναι «κανονικοῦ) 

6.(Και µια «λύση» του τετραγωνισμού του κύκλου µε κανόνα και διαβήτη) 
Πί(ρ:// νυν. αγοπε.εοΠι/πιαΚ-ρ]-ρ1/σΓ/σγ {εοβδο.ΠίΠι 








Συχνοτητα εμφάνισης τῶν 
ὀεκαδικών ψηφίων στα πρώτα 
4.2 δισεκατομμύρια ψηφία του 


π. 
 1420.03932.957 
420.01 1.153 
4»0.007.057 


420.0035.525 
420.001.454 
419.990.δ67 
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. 
. 
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ο 1419.989.094 





419.975.6057 


ἳ 419.971.749 


Ίο παρακάτω περίεργο εξαγωνικό σχήμα έχει κατασκευαστεί µε 
βάση την δυαδική ανάπτυξη των ψηφίων του π πάνω σε ένα 
καμβά που έχει την ἴδια δομή µε το κτίσιμο μονότουβλων και 
έχουν διαταχθεί σπειροειδώς (50 φορές) το σχήµα το ονομάζουν 
«Η κυρία π» και ο κατασκευαστής του ισχυρίζεται, ότι βλέπει µια 
γυναικεία µορφή . Προσωπικώς αδυνατούµε να την δούµε. αλλά 
αν την δείτε . παρακαλώ να µας το διαμηνύσετε! 
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Συχνότητα εμφάνισης ψηφίων στα πρώτα 
10.000.000 ψηφία του π. 
(Π ομοιόμορφη κατανομή είναι προφανής) 


- 


99440 
9535 
1000506 
υοθ9υς» 
1001005 
1000466 
99337 
1000206 
99514 
100040 


ων ο ῖτ Ὁ) Οἱ - 0 Ἰυὸ - 
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Ἱρισεκατομμύρια ψηφία του π 


(Να σημειώσω. ότι το παρακάτω κείµενο. έχει μεταφραστεί μηχανικά επί γραμμής από τον 
δικτυότοπο της ΑΙ{ίαγ]δία από το δωρεάν προσθήκη λογισμικού Ιπσο που αποτελεί πρόσθετο 
στον σελιδοµετρητή ΕίΓεξοχ 2.0 «Το παραθέτω επίτηδες για να διαπιστώσετε ιδίοις ὀόμµασιν την 
ποιότητα της μετάφρασης. Έχουν διορθωθεί 6-7 λέξεις µόνο. κάποιοι σολοικισμοί) 


Ο επιστήμονας υπολογιστών Υα5υΠ1ᾶς5α Καπαζα και οἱ συνάδελφοί του στο 
πανεπιστήμιο του κέντρου τεχνολογίας πληροφοριών του Τόκιο πέτυχαν το 2002 
στον υπολογισμό 1.241.100.000.000 δεκαδικών ψηφίων του π. συνθλίβοντας το 
προηγούμενο παγκόσμιο αρχείο 206.Ι155.430.000 ψηφίων τους, που επετεύχθη το 
1999. ο υπολογισμός απαίτησε περίπου 602 ώρες σε έναν υπολογιστή ΗΠίβςΠ 
οΕ5000, µετην πρόσβαση σε µια μνήμη περίπου 1 ἰεταὈγία. (1 τέραξΙ000γίγα) 


Για να υπολογίσουν τα ψηφία του π. ο Καπαάα και η ομάδα του. χρησιμοποίησαν 
τους τύπους που περιλαμβάνουν τις ατοί8ηρεπί σχέσεις του π (τόξο εφαπτοµένης).. 
Παραδείγματος χάριν, µπορείτε να χρησιμοποιήσετε την ακόλουθη έκφραση για να 
επιλύσετε την αξία του ατοίαηρεηί του Χ σε οποιοδήποτε επιθυμητό αριθµό δεκαδικών 
θέσεων ακριβώς µετον υπολογισμό τῆς σειράς σε έναν αρκετά µεγάλο αριθµό όρων: 


3 9 / 9 
Ατοαησεηί(α) Ξχ- 2 Γλχ ο -χ/) Γκ /θ--.... 
Η τιµή του π µπορεί έπειτα να ληφθεί από την ακόλουθη εξίσωση: 
πξ 16 ατοί8ηρεηί (1/5). 4 ατοίαηρεηί (1/2329). 


Με τη χρησιμοποίηση δύο διαφορετικών τύπων, οι ερευνητές ήταν σε θέση να 
συγκρίνουν τα αποτελέσµατα και να πιστοποιήσουν την ακρίβεια του υπολογισμού. 


Οι βελτιώσεις στον αλγόριθμο υπολογιστών που χρησιμοποιήθηκε για τον κύριο 
υπολογισμό συνέβαλαν επίσης στον άθλο. Ο Καπαάα υπολογίζει ότι εάν η νέα έκδοση 
του αλγορίθμου είχε εφαρμοστεί το 1999 για να υπολογίσει 206 δισεκατομμύριο 
ψηφία του π. ο συνολικός χρόνος υπολογισμού στον {ίδιο υπολογιστή θα είχε 
διαρκέσει απὀ δ3 έως 35 ώρες. 


Το 1.241.100.000.0004ι δεκαδικό ψηφίο του ΡΙ (που δεν µετρά το αρχικό ψηφίο, 3) 
είναι 5». Καπαάα έχει αρχίσει να αναλύει τη στατιστική διανοµή των ψηφίων του Ρ! και 
τα απεσταλµένα προκαταρκτικά αποτελέσµατα ευρίσκονται σε Π{ίρ://νηνννν.δΗρεί- 
οοιαρυΏηρ.οτρ/ρι-ἀςςΙπια] οιττοπί.Πίπ]. ΗΠ προσδοκία είναι ότι κάθε ένα από τα 
ψηφία από 0 έως 9 πρέπει να εμφανιστεί για το ένα δέκατο του χρόνου. Με άλλα 
λόγια, θα αναµένατε το ψηφίο 7 για να εµφανιστείτε δ0 δισεκατομμύριο φορές 
μεταξύ των πρώτων 500 δισεκατομμύριο ψηφίων του ΡΙ. Εμφανίζεται πραγματικά 
79.999.775.965 πιος.οἷο5ς η αναμενόμενη αξία. 


Εδώ είναι τα πλήρη αποτελέσµατα του ἹΚκαπαςα για τα πρώτα δ00 
δισεκατομμύριο ψηφία: 


Ὑηφίο Συχνότητα 
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ρ.222.253.921: Δεν είναι ακόµα αρκετά να τεθούν ερωτήσεις για την 
9/0 000 456 634. κατανομή καιτο προφανές τυχαίο τῶν ψηφίων του π. 


79.922.11δ.66] Κανείς δεν µπορεί να µας διαβεβαιώσει, ότιτα ψηφία 
90.000.238.690 . έχουν άπειρη συχνότητα εμφάνισης και όχι πεπερασμένη. 


12.222.119.59] Κανένας ὃεν µπορεί ακόµα να αποκλείσει τη δυνατότητα 
79.900.035.320 . τι απὀ κάποιο σηµείο πέρα από τη σειρά των τρεχόντων 
79999 775965. πολογισμών της αξίας του π, τα δεκαδικά ψηφία του 
επανέρχονται σε µια σειρά που περιορίζεται, για 
δ0.000.650.170 παράδειγµα, µόνο στα ψηφία | και 0. 


το ο ου ο. 


| 
3 
3 
4 
9 
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Απομνημόνευση των ίωντουπ 











Ένας Ἱἱάπώνας ο Ακίρα Χαραγκούτσι, 50. από τη Ἰσίμπα 
(ΟΠ108). έσπασε το παγκόσμιο ρεκόρ λέγοντας απ' έξω τα περισσότερα 
απὀ τα άπειρα δεκαδικά ψηφία του αριθμού π...() Συγκεκριµένα ο 
Χαραγκούτσι είπε απὀ µνήµης, και χωρίς να σταματήσει καθόλου, τα 
πρώτα 52.431 ψηφία µετά την υποδιαίρεση του αριθμού π....... ο Ακίρα 
Χαραγκούτσι ξεκίνησε την απαγγελία αργά το βράδυ της Παρασκευής (1 
Ιουλίου 2005) και τέλειωσε στα 53.431 δεκαδικά ψηφία νωρίς το πρωί 
του Σαββάτου. 


Το µέχρι τώρα Ρεκόρ Ι κίνες κατείχε ένας άλλος Ιάπωνας, ο οποίος είχε 
απαριθµήσει 42.195 ψηφία όταν ήταν φοιτητής στο κολλέγιο. 


Διάφοροι τύποι για τοπ 


5 ” ” ” ” ” ” ” ” ” 
Σηµείωση δική µας: Πόσα άραγε είναι τα περισσότερα ψηφία από τα ....άπειρα; 
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